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Czas trwania zawodów: 4 godziny i 30 minut.

Pytania mo»na zadawa¢ w ci¡gu pocz¡tkowych 30 minut.

Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyborów do pisania i rysowania.

Zadanie 1: Znale¹¢ wszystkie ±ci±le rosn¡ce ci¡gi liczb caªkowitych dodatnich 1 = a1 < a2 <
a3 < ⋯ speªniaj¡ce

3(a1 + a2 + ⋅ ⋅ ⋅ + an) = an+1 + an+2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2n

dla dowolnej liczby caªkowitej dodatniej n.

Zadanie 2: Dane s¡ dodatnie liczby rzeczywiste a1, a2, . . . , a2023 speªniaj¡ce

a1 + a
2
2 + a

3
3 + . . . + a

2023
2023 = 2023.

Wykaza¢, »e

a20231 + a20222 + ⋅ ⋅ ⋅ + a22022 + a2023 > 1 +
1

2023
.

Zadanie 3: Ukªad równa« w zmiennych rzeczywistych x1, x2, x3 nazywa si¦ Flensbur»a«skim

je±li istnieje takie i ∈ {1,2,3}, »e ka»de rozwi¡zanie tego ukªadu równa«, w którym zmienne s¡
parami ró»ne, speªnia nierówno±ci xi > xj dla wszystkich j ≠ i.

Rozstrzygn¡¢, dla których liczb caªkowitych dodatnich n ≥ 2 poni»szy ukªad dwóch rów-
na«:

an + b = a oraz cn+1 + b2 = ab

w trzech zmiennych rzeczywistych a, b, c jest Flensbur»a«ski.

Zadanie 4: Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f ∶ R→ R speªniaj¡ce

f(f(x) + y) + xf(y) = f(xy + y) + f(x)

dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y.

Zadanie 5: Znale¹¢ najmniejsz¡ dodatni¡ liczb¦ rzeczywist¡ α, dla której nierówno±¢

x + y

2
≥ α
√
xy + (1 − α)

√
x2 + y2

2

zachodzi dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x oraz y.
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Zadanie 6: Dana jest dodatnia liczba naturalna n. Ka»de pole tablicy n×n pokolorowano na
jeden z k kolorów, przy czym ka»dego koloru u»yto przynajmniej raz. Powiemy, »e dwa ró»ne
kolory A i B stykaj¡ si¦, je±li istnieje pole w kolorze A o wspólnym boku z polem w kolorze B.
Tablica jest tak pokolorowana, »e ka»dy kolor styka si¦ z najwy»ej 2 innymi kolorami. Jaka jest
najwi¦ksza mo»liwa warto±¢ k w zale»no±ci od n?

Zadanie 7: Robot chodzi po pªaszczy¹nie w nast¦puj¡cy sposób. Przez 1 metr idzie pro-
sto, po czym skr¦ca o 90○ w prawo lub lewo. Po pewnym czasie wróciª na punkt startowy i
zako«czyª podró». Okazaªo si¦, »e nie byª w »adnym miejscu wi¦cej ni» raz (poza punktem
startowym, który odwiedziª jedynie na pocz¡tku i ko«cu). Jakie s¡ mo»liwe dªugo±ci drogi, jak¡
pokonaª?

Zadanie 8: We Flensburgu istnieje pojedyncza, niesko«czenie dªuga ulica z domami o nume-
rach kolejno 2,3, . . .. Lokalna policja próbuje zªapa¢ zªodzieja, który ka»dej nocy przenosi si¦ z
domu, który obrabowaª za dnia do jednego z jego s¡siadów. Aby zakpi¢ z policjantów, ka»dego
ranka rabu± ujawnia najwi¦kszy dzielnik pierwszy numeru domu, który danego dnia rabuje.
Ka»dej niedzieli, popoªudniu, policja przeszukuje jeden wybrany dom i aresztuje zªodzieja, je±li
b¦dzie on w ±rodku. Czy policja ma strategi¦ zapewniaj¡c¡ zªapanie zªodzieja w sko«czonym
czasie?

Zadanie 9: Rozstrzygn¡¢, czy istnieje trójk¡t, który mo»na rozci¡¢ na 101 parami przysta-
j¡cych trójk¡tów.

Zadanie 10: Na okr¦gu zaznaczono n ⩾ 3 punktów, a nast¦pnie ka»dy z nich pokolorowano
na czerwono, zielono lub niebiesko. W jednym ruchu mo»na usun¡¢ dwa s¡siaduj¡ce punkty o
ró»nych kolorach, a w ich miejsce (to jest pomi¦dzy nimi) doda¢ jeden punkt w trzecim kolorze.
Dziaªanie ko«czy si¦, gdy wszystkie punkty maj¡ ten sam kolor, który nazywamy ko«cowym.
Znale¹¢ wszystkie n, dla których istnieje pocz¡tkowy ukªad n punktów w dwóch kolorach, dla
którego ka»dy z trzech kolorów mo»e by¢ ko«cowym.
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Zadanie 11: Dany jest trójk¡t ABC oraz punkt J , ±rodek okr¦gu A-dopisanego. Punkt K
to odbicie J wzgl¦dem BC. Punkty E i F le»¡ odpowiednio na BJ i CJ tak, »e ∠EAB =
∠CAF = 90○. Udowodni¢, »e ∠FKE +∠FJE = 180○.

Uwaga: Okr¡g A-dopisany, to okr¡g styczny do boku BC i przedªu»e« boków AB i AC.

Zadanie 12: W trójk¡cie ostrok¡tnym ABC zachodzi AB > AC. Dwusieczna∠BAC przecina
BC w punkcie D. Punkt O jest ±rodkiem okr¦gu opisanego na ABC. Prosta AO przecina bok
BC w punkcie E. Niech J to ±rodek okr¦gu wpisanego w AED. Udowodni¢, »e je±li ∠ADO =
45○, to OJ = JD.

Zadanie 13: W trójk¡cie ostrok¡tnym ABC, opisanym na okr¦gu o ±rodku w I, zachodzi
AB < AC. Niech D b¦dzie rzutem I na bok BC, a H ortocentrum ABC. Zakªadaj¡c, »e
∠IDH =∠CBA −∠ACB udowodni¢, »e AH = 2 ⋅ ID.

Zadanie 14: Niech G ±rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC. Punkty D, E i F to ±rodki okr¦gów opi-
sanych odpowiednio na BCG, CAG i ABG. Niech X to przeci¦cie prostej przez E prostopadªej
do AB z prost¡ przez F prostopadª¡ do AC. Udowodni¢, »e DX poªowi odcinek EF .

Zadanie 15: Dane s¡ okr¦gi ω1 i ω2 rozª¡czne zewn¦trznie. PunktyM iN le»¡ odpowiednio na
ω1 i ω2 tak, »e styczna do ω1 wM i styczna do ω2 wN przecinaj¡ si¦ w P oraz PM = PN . Okr¦gi
ω1, ω2 przecinaj¡ ponownie odcinekMN odpowiednio w punktach A, B. Prosta PA przecina ω1

ponownie w C, a prosta PB przecina ω2 ponownie wD. Udowodni¢, »e∠BCN =∠ADM .
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Zadanie 16: Udowodni¢, »e istniej¡ takie niestaªe wielomiany f i g o wspóªczynnikach caª-
kowitych, »e dla niesko«czenie wielu liczb pierwszych p nie istniej¡ takie liczby caªkowite x i y,
»e p ∣ f(x) − g(y).

Zadanie 17: Niech S(m) oznacza sum¦ cyfr liczby caªkowitej dodatniej m. Znale¹¢ wszystkie
pary (a, b) liczb caªkowitych dodatnich speªniaj¡ce S(ab+1) = ab.

Zadanie 18: Dana jest liczba pierwsza p > 7 oraz zbiór A ⊆ {0,1, . . . , p − 1} o przynajmniej
p−1
2 elementach. Pokaza¢, »e dla ka»dej liczby caªkowitej r istniej¡ takie (niekoniecznie ró»ne)
a, b, c, d ∈ A, »e

ab − cd ≡ r (mod p).

Zadanie 19: Pokaza¢, »e suma cyfr liczby 22
2⋅2023

jest wi¦ksza ni» 2023.

Zadanie 20: Niech n b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡. Baªtyckim zbiorem nazywamy taki
podzbiór n pól szachownicy n×n, »e w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie znajduje si¦ dokªad-
nie jedno pole z tego zbioru. Dane jest przypisanie liczb od 1 do n2 do pól szachownicy (ka»da
liczba musi by¢ przypisana do dokªadnie jednego pola). Liczb¦ caªkowit¡ dodatni¡ nazywamy
baªtyckim iloczynem je±li jest ona iloczynem liczb przypisanych do pól pewnego baªtyckiego
zbioru.

(a) Niech n = 8. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje takie przypisanie liczb od 1 do 64, »e ró»nica
ka»dych dwóch baªtyckich iloczynów jest podzielna przez 65.

(b) Niech n = 10. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje takie przypisanie liczb od 1 do 100, »e ró»nica
ka»dych dwóch baªtyckich iloczynów jest podzielna przez 101.


