
November 9 to 13, 2023 Version: Lithuanian

Laikas sprendimui: 4 val. 30 min.

Klausimus galima uºduoti per pirm¡sias 30 minu£iu�.

Leidºiama naudotis tik ra²ymo ir braiºymo priemon
emis.

Uºduotis 1: Raskite visas grieºtai did
ejan£ias nat	uraliu�ju� skai£iu� sekas 1 = a1 < a2 < a3 < ⋯,
kurios tenkina lygyb¦

3(a1 + a2 + ⋅ ⋅ ⋅ + an) = an+1 + an+2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2n

su visais nat	uraliaisiais n.

Uºduotis 2: Teigiamiems realiesiems skai£iams a1, a2, . . . , a2023 galioja lygyb
e

a1 + a
2
2 + a

3
3 + ⋅ ⋅ ⋅ + a

2023
2023 = 2023.

I�rodykite, kad

a20231 + a20222 + ⋅ ⋅ ⋅ + a22022 + a2023 > 1 +
1

2023
.

Uºduotis 3: Vadinsime lyg£iu� sistem¡ su kintamaisiais x1, x2, x3 ∈ R �ensburgieti²ka, jei
egzistuoja toks i ∈ {1,2,3}, kad kiekvienas lyg£iu� sistemos sprendinys, kuriame visos kintamu�ju�
reik²m
es yra paporiui skirtingos, tenkina xi > xj su visais j ≠ i.

Nustatykite, kuriems nat	uraliesiems n ≥ 2 dvieju� lyg£iu� sistema

an + b = a ir cn+1 + b2 = ab

su trimis realiaisiais kintamaisiais a, b, c yra �ensburgieti²ka.

Uºduotis 4: Nustatykite visas tokias funkcijas f ∶R→ R, kad

f(f(x) + y) + xf(y) = f(xy + y) + f(x)

su visais realiaisiais x ir y.

Uºduotis 5: Raskite toki� maºiausi¡ teigiam¡ realu�ji� skai£iu� α, kad

x + y

2
≥ α
√
xy + (1 − α)

√
x2 + y2

2

su visais teigiamais realiaisiais x ir y.
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Uºduotis 6: Tegu n yra nat	uralusis skai£ius. Kiekvienas n×n lentel
es langelis yra nuspalvin-
tas viena i² k spalvu�, kiekviena spalva panaudota bent po kart¡. Sakysime, kad dvi skirtingos
spalvos A ir B lie£iasi, jeigu egzistuoja langelis, kurio spalva yra A ir kuris turi bendr¡ kra²-
tin¦ su langeliu, kurio spalva yra B. Lentel
e nuspalvinta taip, kad kiekviena spalva lie£iasi
su daugiausiai dviem kitomis spalvomis. Kiekvienam n nustatykite didºiausi¡ galim¡ k rei-
k²m¦.

Uºduotis 7: Robotas juda plo²tumoje tiesia linija, ta£iau kaskart nu
ej¦s vieno metro atstum¡,
jis pasisuka i� de²in¦ arba i� kair¦ 90○ kampu. Vos sugri�º¦s i� savo pradini� ta²k¡, jis i² karto sustoja.
Jokio kito ta²ko robotas neaplanko daugiau kaip vien¡ kart¡. Kokio ilgio gali b	uti roboto nueitas
kelias? Raskite visas galimybes.

Uºduotis 8: Flensburgo mieste yra be galo ilga gatv
e, kurioje namai yra i² eil
es sunumeruoti
skai£iais 2, 3, . . . Policija bando pagauti pl
e²ik¦, kuri kiekvien¡ nakti� persikelia i² namo, kuriame
tuo metu slepiasi, i� vien¡ i² gretimu� namu�.

Kad paerzintu� policij¡, kiekvien¡ ryt¡ pl
e²ik
e atskleidºia to namo, i� kuri� persik
el
e, numerio
didºiausi¡ pirmini� dalikli�.

Kiekvieno sekmadienio popiet¦ policija apie²ko vien¡ nam¡ ir suima pl
e²ik¦, jei ji tuo metu
jame slepiasi. Ar policija turi pl
e²ik
es su
emimo per baigtini� laik¡ strategij¡?

Uºduotis 9: Nustatykite, ar egzistuoja trikampis, kuri� galima padalinti i� 101 tarpusavyje
lygu� trikampi�.

Uºduotis 10: Apskritime paºym
eta n ≥ 3 ta²ku�. Kiekvienas paºym
etas ta²kas nuspalvintas
raudonai, ºaliai arba m
elynai. Vieno 
ejimo metu pasirenkami du gretimi skirtingu� spalvu� ta²kai,
tarp ju� paºymimas tre£ios spalvos ta²kas, o du pasirinktieji ta²kai i²trinami. Galutin
eje pad
etyje
visi paºym
etieji ta²kai yra tos pa£ios spalvos, kuri¡ vadiname galutine spalva. Raskite visas
galimas n reik²mes, kurioms egzistuoja tokie pradiniai n ta²ku�, nuspalvinti nepanaudojus
vienos i² spalvu�, kad kiekviena i² triju� spalvu� gal
etu� tapti galutine spalva, atliekant tinkamus

ejimus.
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Uºduotis 11: Ta²kas J yra trikampio ABC pribr
eºtinio apskritimo prie² vir²	un¦ A centras.
Ta²kas K yra simetri²kas ta²kui J ties
es BC atºvilgiu. Ta²kai E ir F priklauso atitinkamai
ties
ems BJ bei CJ , ir ∠EAB = ∠CAF = 90○. I�rodykite, kad ∠FKE +∠FJE = 180○.

Pastaba. Pribr
eºtinis apskritimas prie² vir²	un¦ A lie£ia kra²tin¦ BC ir kra²tiniu� AC bei AB
t¦sinius.

Uºduotis 12: Duotas smailusis trikampis ABC, kuriame AB > AC. Kampo BAC pusiau-
kampin
e kerta ties¦ BC ta²ke D. Ta²kas O yra trikampio ABC apibr
eºtinio apskritimo centras.
Ties
e AO kerta atkarp¡ BC ta²ke E. Ta²kas J yra trikampio AED i�br
eºtinio apskritimo cent-
ras. I�rodykite: jei ∠ADO = 45○, tai OJ = JD.

Uºduotis 13: Smailiojo trikampio ABC, kuriame AB < AC, i�br
eºtinio apskritimo centras
yra ta²kas I. Ta²kas D yra i² ta²ko I i� ties¦ BC i²vesto statmens pagrindas. Ta²kas H yra
trikampio ABC auk²tiniu� susikirtimo ta²kas. Duota, kad ∠IDH = ∠CBA−∠ACB. I�rodykite,
kad AH = 2 ⋅ ID.

Uºduotis 14: Trikampio ABC pusiaukra²tin
es kertasi ta²ke G. Ta²kaiD, E ir F atitinkamai
yra trikampiu� BCG, CAG ir ABG apibr
eºtiniu� apskritimu� centrai. I² ta²ko E i� ties¦ AB ir i²
ta²ko F i� ties¦ AC i²vesti statmenys kertasi ta²ke X. I�rodykite, kad ties
e DX dalija atkarp¡
EF pusiau.

Uºduotis 15: Apskritimai ω1 ir ω2 neturi bendru� ta²ku� bei n
era vienas kito viduje. Atitinka-
mai paºym
eti tokie apskritimu� ω1 and ω2 ta²kai M ir N , kad ω1 liestin
e ta²ke M ir ω2 liestin
e
ta²ke N kertasi ta²ke P , o trikampis PMN yra lygia²onis, PM = PN . Apskritimai ω1 ir ω2

kerta atkarp¡ MN atitinkamai ta²kuose A ≠ M ir B ≠ N . Ties
e PA kerta ω1 ta²ke C ≠ A, o
ties
e PB kerta ω2 ta²ke D ≠ B. I�rodykite, kad ∠BCN = ∠ADM .
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Uºduotis 16: I�rodykite, kad egzistuoja daugianariai f ir g su sveikaisiais koe�cientais, ten-
kinantys s¡lygas: jie n
era konstantos; egzistuoja be galo daug pirminiu� skai£iu� p, kuriems n
era
tokiu� sveiku�ju� skai£iu� x ir y, kad p ∣ f(x) − g(y).

Uºduotis 17: Nat	uraliojo skai£iausm skaitmenu� sum¡ ºym
esime S(m). Raskite visas nat	uraliu�ju�
skai£iu� poras (a, b), kurioms S(ab+1) = ab.

Uºduotis 18: Duotas pirminis skai£ius p > 7. Aib
es {0,1, . . . , p−1} poaibyje A yra ne maºiau
nei p−1

2 elementu�. I�rodykite: kiekvienam sveikajam r egzistuoja tokie (neb	utinai skirtingi)
skai£iai a, b, c, d ∈ A, kad

ab − cd ≡ r (mod p).

Uºduotis 19: I�rodykite, kad skai£iaus 22
2⋅2023

skaitmenu� suma yra didesn
e uº 2023.

Uºduotis 20: Nagrin
ekime n × n lentel¦, kur n yra nat	uralusis skai£ius. Jos langeliu� aib¦
vadinsime voki²ka, jei ²i¡ aib¦ sudaro n langeliu� ir kiekvienoje eilut
eje bei kiekviename stulpelyje
yra po lygiai vien¡ ²ios aib
es langeli�. Lentel¦ uºpildºius nat	uraliaisiais skai£iais nuo 1 iki n2 (po
vien¡ i� langeli�; visi skai£iai panaudojami), nat	uralusis skai£ius vadinamas voki²ka sandauga, jei
jis lygus voki²kos aib
es visu� langeliu� skai£iu� sandaugai.

(a) Tegu n = 8. Nustatykite, ar egzistuoja 8 × 8 lentel
es uºpildymas, tenkinantis s¡lyg¡:
kiekvienu� dvieju� voki²ku� sandaugu� skirtumas dalijasi i² 65.

(b) Tegu n = 10. Nustatykite, ar egzistuoja 10 × 10 lentel
es uºpildymas, tenkinantis s¡lyg¡:
kiekvienu� dvieju� voki²ku� sandaugu� skirtumas dalijasi i² 101.


