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A Y November 9 to 13, 2023 Version: Lithuanian
FLENSBURG 2023

Laikas sprendimusi: 4 val. 30 min.
Klausimus galima uZduoti per pirmasias 30 minuciy.
Leidziama naudotis tik rasymo ir braiZymo priemonémis.

UZduotis 1: Raskite visas grieztai didéjancias naturaliyjy skaiciy sekas 1 =ay < as < ag < -,
kurios tenkina lygybe
3(ar +ag + -+ ap) = Apy1 + Apyo + -+ + Aoy

su visals naturaliaisiais n.

UZduotis 2: Teigiamiems realiesiems skaic¢iams aq,as, ..., a3 galioja lygybé

2 3 2023 _

Irodykite, kad

2023 2022

a3" + a3 o+ adgen + Aog3 > 1+ ——.

2023

UZduotis 3: Vadinsime lygciy sistema su kintamaisiais xy, o, 23 € R flensburgietiska, jei
egzistuoja toks 7 € {1,2, 3}, kad kiekvienas lyg¢iy sistemos sprendinys, kuriame visos kintamuyjy
reikSmeés yra paporiui skirtingos, tenkina x; > x; su visais j # 1.

Nustatykite, kuriems naturaliesiems n > 2 dviejy lygciy sistema
a"+b=air ™ +b*=ab

su trimis realiaisiais kintamaisiais a, b, ¢ yra flensburgietiska.

Uzduotis 4: Nustatykite visas tokias funkcijas f:R - R, kad

f(f(x)+y)+xf(y) = f(ay +y) + f()

su visais realiaisiais x ir .
Uzduotis 5: Raskite tok] maziausia teigiama realyjj skaiciy «, kad

Ysa Ty + (1-a)

su visais teigiamais realiaisiais x ir y.
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UZduotis 6: Tegu n yra naturalusis skaic¢ius. Kiekvienas nxn lentelés langelis yra nuspalvin-
tas viena i§ k spalvy, kiekviena spalva panaudota bent po karta. Sakysime, kad dvi skirtingos
spalvos A ir B lie¢iasi, jeigu egzistuoja langelis, kurio spalva yra A ir kuris turi bendra kras-
tine su langeliu, kurio spalva yra B. Lentelé nuspalvinta taip, kad kiekviena spalva lieciasi
su daugiausiai dviem kitomis spalvomis. Kiekvienam n nustatykite didziausia galima k rei-
kSme.

UZduotis 7: Robotas juda plostumoje tiesia linija, tac¢iau kaskart nuéjes vieno metro atstuma,
jis pasisuka j deSine arba j kaire 90° kampu. Vos sugrizes j savo pradinj taska, jis i§ karto sustoja.
Jokio kito tasko robotas neaplanko daugiau kaip vieng karta. Kokio ilgio gali buti roboto nueitas
kelias? Raskite visas galimybes.

UzZduotis 8: Flensburgo mieste yra be galo ilga gatve, kurioje namai yra is eilés sunumeruoti
skaiciais 2, 3, ... Policija bando pagauti plesike, kuri kiekvieng naktj persikelia i§ namo, kuriame
tuo metu slepiasi, j vieng i$ gretimy namziyj.

Kad paerzinty policija, kiekviena ryta plésiké atskleidzia to namo, j kurj persikélé, numerio
didziausig pirminj daliklj.

Kiekvieno sekmadienio popiete policija apiesko vieng nama ir suima plésike, jei ji tuo metu
jame slepiasi. Ar policija turi plésikés suémimo per baigtinj laika strategija?

UZduotis 9: Nustatykite, ar egzistuoja trikampis, kurj galima padalinti i 101 tarpusavyje
lygy trikampj.

Uzduotis 10: Apskritime pazyméta n > 3 tasky. Kiekvienas pazymétas taskas nuspalvintas
raudonai, zaliai arba meélynai. Vieno ¢jimo metu pasirenkami du gretimi skirtingy spalvy taskai,
tarp jy pazymimas trecios spalvos taskas, o du pasirinktieji taskai iStrinami. Galutinéje padétyje
visi pazymeétieji taskai yra tos pacios spalvos, kuria vadiname galutine spalva. Raskite visas
galimas n reikSmes, kurioms egzistuoja tokie pradiniai n tasky, nuspalvinti nepanaudojus
vienos i$ spalvy, kad kiekviena i$ trijy spalvy galéty tapti galutine spalva, atliekant tinkamus
éjimus.
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UZduotis 11: Tagkas J yra trikampio ABC pribréztinio apskritimo prie§ virSune A centras.
Taskas K yra simetriskas taskui J tieses BC' atzvilgiu. Taskai E ir F' priklauso atitinkamai
tieséms BJ bei CJ, ir « EAB = «CAF =90°. Irodykite, kad « FKE + <« FJE = 180°.

Pastaba. Pribréztinis apskritimas pries virsune A liecia krastine BC' ir krastiniy AC' ber AB
tesinius.

UZduotis 12: Duotas smailusis trikampis ABC, kuriame AB > AC. Kampo BAC pusiau-
kampiné kerta tiese BC taske D. Tagkas O yra trikampio ABC' apibréztinio apskritimo centras.
Tiesé AO kerta atkarpg BC' taske E. Taskas J yra trikampio AE D jbréztinio apskritimo cent-
ras. [rodykite: jei « ADO =45°, tai OJ = JD.

UzZduotis 13: Smailiojo trikampio ABC, kuriame AB < AC, jbréztinio apskritimo centras
yra taskas I. Taskas D yra i$ tasko I ] tiese BC' iSvesto statmens pagrindas. Taskas H yra
trikampio ABC aukstiniy susikirtimo taskas. Duota, kad 2 IDH = «CBA- 2« ACB. Jrodykite,
kad AH=2-1D.

UZduotis 14: Trikampio ABC pusiaukrastinés kertasi taske . Tagkai D, E ir F atitinkamai
yra trikampiy BCG, CAG ir ABG apibréztiniy apskritimy centrai. I tasko E j tiese AB ir i§
tasko F'j tiese AC iSvesti statmenys kertasi taske X. [rodykite, kad ties¢é DX dalija atkarpa
EF pusiau.

UzZduotis 15: Apskritimai w; ir wy neturi bendry tasky bei néra vienas kito viduje. Atitinka-
mai pazymeti tokie apskritimy w; and wy taSkai M ir N, kad w; liestiné taske M ir ws liestine
taske N kertasi taske P, o trikampis PM N yra lygiasonis, PM = PN. Apskritimai w; ir wy
kerta atkarpa M N atitinkamai taskuose A #+ M ir B # N. Ties¢ PA kerta w; taske C' # A, o
tiesé PB kerta wy taske D # B. Irodykite, kad « BOCN = £z ADM.
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UZduotis 16: Irodykite, kad egzistuoja daugianariai f ir g su sveikaisiais koeficientais, ten-
kinantys salygas: jie néra konstantos; egzistuoja be galo daug pirminiy skaiciy p, kuriems néra
tokiy sveikyjy skaic¢iy x ir y, kad p | f(z) - g(y).

Uzduotis 17: Naturaliojo skai¢iaus m skaitmeny suma Zymésime S(m). Raskite visas naturaliyjy
skai¢iy poras (a,b), kurioms S(a*!) = a.

Uzduotis 18: Duotas pirminis skai¢ius p > 7. Aibés {0, 1,...,p—1} poaibyje A yra ne maziau
nei ’%1 elementy. Irodykite: kiekvienam sveikajam r egzistuoja tokie (nebutinai skirtingi)
skaiciai a,b,c,d € A, kad

ab-cd=r (mod p).

Uzduotis 19: Irodykite, kad skai¢iaus 22**"* skaitmeny suma yra didesné uz 2023.

UZduotis 20: Nagrinékime n x n lentele, kur n yra naturalusis skai¢ius. Jos langeliy aibe
vadinsime vokiska, jei §ig aibe sudaro n langeliy ir kiekvienoje eilutéje bei kiekviename stulpelyje
yra po lygiai viena Sios aibés langelj. Lentele uzpildzius naturaliaisiais skai¢iais nuo 1 iki n? (po
vieng j langelj; visi skai¢iai panaudojami), naturalusis skaic¢ius vadinamas vokiska sandauga, jei
jis lygus vokiskos aibés visy langeliy skaiciy sandaugai.

(a) Tegu n = 8. Nustatykite, ar egzistuoja 8 x 8 lentelés uzpildymas, tenkinantis salyga:
kiekvieny dviejy vokisky sandaugy skirtumas dalijasi is 65.

(b) Tegu n = 10. Nustatykite, ar egzistuoja 10 x 10 lentelés uzpildymas, tenkinantis salyga:
kiekvieny dviejy vokisky sandaugy skirtumas dalijasi i§ 101.



