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Risin	a²anas laiks: 4 stundas un 30 min	utes.

Jaut	ajumus dr	�kst uzdot pirmaj	as 30 min	ut	es.

Atl�auts lietot tikai rakst	ampiederumus un z	�m	e²anas piederumus.

Uzdevums 1: Atrast visas augo²as natur	alu skaitl,u virknes 1 = a1 < a2 < a3 < ⋯, kur	am
visiem natur	aliem n ir sp	ek	a

3(a1 + a2 + ⋅ ⋅ ⋅ + an) = an+1 + an+2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2n.

Uzdevums 2: Doti pozit	�vi re	ali skaitl,i a1, a2, . . . , a2023, kuriem

a1 + a
2
2 + a

3
3 + ⋅ ⋅ ⋅ + a

2023
2023 = 2023.

Pier	ad	�t, ka

a20231 + a20222 + ⋅ ⋅ ⋅ + a22022 + a2023 > 1 +
1

2023
.

Uzdevums 3: Vien	adojumu sist	emu ar re	aliem main	�gajiem x1, x2, x3 ∈ R sauc par Flensbur-
dzisku, ja eksist	e t	ads i ∈ {1,2,3}, ka jebkuram ²	�s sist	emas atrisin	ajumam, kuram visas tr	�s
main	�go v	ert	�bas ir daº	adas, visiem j ≠ i ir sp	ek	a xi > xj.

Atrast visus natur	alus n ≥ 2, kuriem ²	� divu vien	adojumu sist	ema

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

an + b = a

cn+1 + b2 = ab

ar trim re	aliem main	�gajiem a, b, c ir Flensburdziska.

Uzdevums 4: Atrast visas funkcijas f ∶R→ R, kur	am visiem re	aliem x un y ir sp	ek	a

f(f(x) + y) + xf(y) = f(xy + y) + f(x).

Uzdevums 5: Atrast vismaz	ako pozit	�vo re	alo skaitli α, kuram visiem pozit	�viem re	aliem x
un y ir sp	ek	a nevien	ad	�ba

x + y

2
≥ α
√
xy + (1 − α)

√
x2 + y2

2
.
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Uzdevums 6: Dots natur	als skaitlis n. Katra n × n tabulas r	utin, a ir izkr	asota vien	a no k
kr	as	am, pie tam katra kr	asa ir izmantota vismaz vienu reizi. Divas at²k, ir	�gas kr	asas A un B
saskaras, ja eksist	e r	utin, a kr	as	a A, kurai ir kop	�ga mala ar r	utin, u kr	as	a B. Tabula ir izkr	asota
t	a, ka ikviena kr	asa saskaras ar ne vair	ak k	a 2 cit	am kr	as	am. K	ada ir maksim	al	a iesp	ejam	a k
v	ert	�ba atkar	�b	a no n?

Uzdevums 7: Pa plakni taisn	a l	�nij	a brauc robots. P	ec katra nobraukt	a metra tas mai-
na brauk²anas virzienu par 90○ pa labi vai pa kreisi. K	ad	a br	�d	� tas sasniedz brauk²anas
s	akumpunktu un uzreiz apst	ajas. Pa cel,am robots jebkur	a cit	a plaknes punkt	a ir iebraucis ne
vair	ak k	a vienu reizi. K	adas ir iesp	ejam	as robota nobraukt	a cel,a garuma v	ert	�bas?

Uzdevums 8: Flensburg	a atrodas bezgal	�gi gara iela, kur	a m	aj	am ir sec	�gi numuri 2, 3, . . .
Flensburgas policija ²aj	a iel	a cen²as nok, ert zagli. Katru nakti zagle p	arvietojas no m	ajas, kur	a
vin, a tobr	�d sl	epjas, uz vienu no t	as kaimin, u m	aj	am.

Lai pak, ircin	atu viet	ej	as varas p	arst	avjus, zagle katru r	�tu internet	a public	e liel	ako pirmrei-
zin	at	aju m	ajas numuram, kur	a vin, a tobr	�d atrodas.

Katras sv	etdienas p	ecpusdien	a policija p	armekl	e vienu m	aju, un, ja taj	a tobr	�d atrodas zagle,
vin, a tiek nok, erta. Vai policijai eksist	e strat	e `gija, k	a nok, ert zagli gal	�g	a laik	a?

Uzdevums 9: Noteikt, vai eksist	e trijst	uris, kuru var sagriezt 101 vien	ados trijst	uros.

Uzdevums 10: Uz rin, k, a l	�nijas ir atz	�m	eti n ≥ 3 punkti. Katrs atz	�m	etais punkts ir izkr	asots
sarkans, zal,² vai zils. Vien	a g	ajien	a ir atl,auts izv	el	eties divus atz	�m	etus kaimin, u punktus
daº	ad	as kr	as	as, izdz	est tos un pa vidu abiem izdz	estajiem punktiem atz	�m	et jaunu punktu
tre²aj	a kr	as	a (kas at²k, iras no abu izdz	esto punktu kr	as	am). Beigu st	avokl	� visi atz	�m	etie punkti
ir vien	a kr	as	a, ko sauc par beigu st	avokl,a kr	asu. Atrast visus n, kuriem eksist	e s	akuma st	avoklis
ar n atz	�m	etiem punktiem tie²i div	as kr	as	as, no kura ar atl,autiem g	ajieniem var sasniegt k	adu
beigu st	avokli katr	a no trij	am kr	as	am.
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Uzdevums 11: Punkts J ir centrs trijst	urim ABC pievilktajai rin, k, a l	�nijai, kas pieskaras
malai BC. Punkts K ir punkta J simetriskais punkts attiec	�b	a pret taisni BC. Punkti E
un F atrodas attiec	�gi uz taisn	em BJ un CJ t	a, ka ∠EAB = ∠CAF = 90○. Pier	ad	�t, ka
∠FKE +∠FJE = 180○.

Piez	�me: Par trijst	urim pievilkto rin
,
k
,
a l	�niju sauc rin

,
k
,
a l	�niju, kas pieskaras vienai t	a malai

un abu p	ar	ejo malu pagarin	ajumiem.

Uzdevums 12: �aurlen, k, u trijst	ur	� ABC, kur	a AB > AC, novilkta bisektrise AD. Punkts
O ir trijst	urim ABC apvilkt	as rin, k, a l	�nijas centrs, taisne AO krusto malu BC punkt	a E.
Punkts J ir trijst	ur	� AED ievilkt	as rin, k, a l	�nijas centrs. Pier	ad	�t, ka, ja ∠ADO = 45○, tad
OJ = JD.

Uzdevums 13: �aurlen, k, u trijst	ura ABC, kuram AB < AC, ievilkt	as rin, k, a l	�nijas centrs ir I,
bet t	a augstumu krustpunkts ir H. Punkts D ir no punkta I pret taisni BC vilkt	a perpendikula
pamats. Zin	ams, ka ∠IDH = ∠CBA −∠ACB. Pier	ad	�t, ka AH = 2 ⋅ ID.

Uzdevums 14: Punkts G ir trijst	ura ABC medi	anu krustpunkts. Punkti D, E un F ir
attiec	�gi trijst	uriem BCG, CAG un ABG apvilkto rin, k, a l	�niju centri. Perpendikuls, kas vilkts
no E pret taisni AB, krusto perpendikulu, kas vilkts no F pret taisni AC, punkt	a X. Pier	ad	�t,
ka taisne DX dala nogriezni EF uz pus	em.

Uzdevums 15: Rin, k, a l	�nij	am ω1 un ω2 nav kop	�gu punktu, neviena no t	am ar	� neatrodas otras
iek²pus	e. Punkti M un N izv	el	eti attiec	�gi uz ω1 un ω2 t	a, ka pieskare ω1 punkt	a M un pieskare
ω2 punkt	a N krustojas punkt	a P un PMN ir vien	ads	anu trijst	uris, kur	a PM = PN . Rin, k, a
l	�nijas ω1 un ω2 v	elreiz krusto nogriezniMN attiec	�gi punktos A un B. Taisne PA v	elreiz krusto
ω1 punkt	a C, un taisne PB v	elreiz krusto ω2 punkt	a D. Pier	ad	�t, ka ∠BCN = ∠ADM .
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Uzdevums 16: Pier	ad	�t, ka eksist	e t	adi nekonstanti polinomi f un g ar veseliem koe�cien-
tiem, ka bezgal	�gi daudziem pirmskaitl,iem p jebkuriem veseliem x un y skaitlis f(x) − g(y)
nedal	as ar p.

Uzdevums 17: Natur	ala skaitl,a m ciparu summu apz	�m	esim ar S(m). Atrast visus natur	alu
skaitl,u p	arus (a, b), kuriem S(ab+1) = ab.

Uzdevums 18: Dots pirmskaitlis p > 7. Kopa A ir kopas {0,1, . . . , p− 1} apak²kopa un satur
vismaz p−1

2 elementus. Pier	ad	�t, ka jebkuram veselam skaitlim r var atrast t	adus (ne oblig	ati
daº	adus) skaitl,us a, b, c, d ∈ A, ka

ab − cd ≡ r (mod p).

Uzdevums 19: Pier	ad	�t, ka skaitl,a 22
2⋅2023 ciparu summa ir liel	aka par 2023.

Uzdevums 20: Dots natur	als skaitlis n. Par v	acu kopu n×n r	utin, u laukum	a sauc n r	utin, u ko-
pu, kur	a ir tie²i viena r	utin, a no katras rindas un katras kolonas. Ja laukuma r	utin, 	as ir ierakst	�ti
natur	alie skaitl,i no 1 l	�dz n2, katrs tie²i vien	a r	utin, 	a, tad ²im laukuma aizpild	�jumam teiksim,
ka skaitlis ir v	acisks, ja tas ir k	adas v	acu kopas r	utin, 	as ierakst	�to skaitl,u reizin	ajums.

(a) Apl	ukosim n = 8. Noskaidrot, vai 8 × 8 r	utin, u laukum	a var t	a ierakst	�t natur	alos skaitl,us
no 1 l	�dz 64, katru tie²i vien	a r	utin, 	a, ka ²im laukuma aizpild	�jumam jebkuru divu v	acisku
skaitl,u starp	�ba dal	as ar 65.

(b) Apl	ukosim n = 10. Noskaidrot, vai 10 × 10 r	utin, u laukum	a var t	a ierakst	�t natur	alos
skaitl,us no 1 l	�dz 100, katru tie²i vien	a r	utin, 	a, ka ²im laukuma aizpild	�jumam jebkuru
divu v	acisku skaitl,u starp	�ba dal	as ar 101.


